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Estudo de influéncia de modelos difusivo e advectivo para a
dispersdo de poluentes no Rio Paraibuna

Incidentes envolvendo despejo de poluentes em meios hidricos vem se tornando cada vez mais frequentes, tornando importante o estudo de novos métodos a
fim de desenvolver estratégias que permitam prever esses episodios e amenizar seus danos a natureza e a vida humana. O presente trabalho tem como objetivo
fazer uma comparagdo entre modelos unidimensionais de difusdo e advecgdo para a dispersdo de poluentes usando como exemplo de aplicagdo o rio Paraibuna,
com o proposito de discutir e explorar as caracteristicas de cada modelo. Para isso, foram utilizados o método GILTT (Generalized Integral Laplace Transform
Technique) e 0o método de Taylor para obter a solugdo do modelo difusivo e 0 método de Separagdo de Variaveis com Transformada de Laplace para a solugdo do
modelo advectivo. S3o apresentadas simulagdes de dispersdo de poluentes para cada metodologia e os resultados sdo discutidos e comparados com dados reais
observados obtidos em literatura. Os resultados mostram que no modelo advectivo, a nuvem de poluente permanece compacta durante todo o processo,
apresentando uma boa aproximagdo do momento no qual ocorre a concentragdo maxima em uma posigdo fixa; enquanto no modelo difusivo, para ambas as
solugBes, nota-se que a quantidade de poluente é maior em locais préximos a fonte, levando um tempo consideravel para sua diluigdo. Foi possivel concluir que
cada modelo fornece informagdes satisfatdrias que vdo de encontro as expectativas tedricas para a dispersdo de poluentes e que a metodologia utilizada foi pratica
e eficaz para os propdsitos deste trabalho.

Palavras-chave: Dispersdo de poluentes; Advecgdo-Difusdo; Transformada de Laplace; GILTT; Rio Paraibuna.

Study of influence of diffusive and advective models for the
dispersion of pollutants on River Paraibuna

Incidents involving dumping of pollutants into water are becoming more and more frequent, making it important to study new methods in order to develop
strategies to predict these episodes and mitigate their damage to nature and human life. The present work aims to make a comparison between one-dimensional
models of diffusion and advection for a dispersion of pollutants using the Paraibuna river as an application example, with the purpose of discussing and exploring
the characteristics of each model. For this purpose, it was used the GILTT (Generalized Integral Laplace Transform Technique) method and the Taylor method in
order to solve the diffusive model and the Separation of Variables method with Laplace Transform for solving the advective model. Pollutant dispersion simulations
are presented for each methodology and the results are discussed and compared with actual observed data obtained in the literature. Results show that in the
advective model, the pollutant wave remains compacted throughout the whole process, revealing a good approximation of the moment at which occurs the highest
concentration in a fixed position; on the other hand, in the diffusive model, it is noticeable that in both approaches the amount of pollutant is higher at locals near
the source of injection, taking some noticeable time for its dilution, revealing how the molecular diffusion process occurs inside the pollutant wave. It was possible
to conclude that each model provides satisfactory information that meets the theoretical expectations for the dispersion of pollutants and that the methodology
used was practical and effective for the purposes of this work.
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INTRODUGAO

A dispersdo de poluentes em meios hidricos € um problema que vem ganhando cada vez mais
destaque entre os o6rgdos de saude e preservagdao da vida marinha. Ultimamente, nota-se que a
industrializacdo sem planejamento e o desenvolvimento tecnoldgico e econdmico da sociedade contribuem
significativamente no aumento dos casos de descarte indevido de substancias poluidoras em corpos hidricos
(SOARES et al., 2016), dos quais pode-se exemplificar o despejo do esgoto de residéncias e comércios, ou
ainda o despejo de efluentes tdxicos por industrias. Os danos resultantes desses eventos podem ser
minimizados através do conhecimento do processo de dispersdo desses residuos, e a modelagem
matemadtica tem um papel importante na simulagdo de despejos de poluentes em rios, lagos e mares, criando
solugbGes que preveem como se da a dispersdo desse poluente a partir do seu ponto e instante de
derramamento (MAIA et al., 2001).

No estudo da dindamica de poluentes inseridos em corpos hidricos, é necessario considerar dois
processos importantes: a advecc¢do e a difusdo. Segundo Cremasco (2009), a advecgdo € o processo em que
o soluto é carregado como consequéncia do movimento do meio, enquanto a difusdo se da pelas intera¢des
moleculares entre o soluto e o meio, espalhando-se da posicdo onde ha maior concentragdo para a que ha
menor concentracdo do soluto. O processo de dispersdo de poluentes acontece, sobretudo, como a
combinac¢do desses dois processos simultaneamente.

No presente trabalho, serdo utilizados os métodos GILTT (BUSKE et al., 2017) e Taylor (SOARES et al.,
2010) com o intuito de encontrar solugdes analiticas para o modelo difusivo, e o método de Separacgao de
Variaveis com Transformada de Laplace para determinar a solugdo do modelo advectivo. Ambos modelos
utilizados para a dispersdo de poluentes no rio Paraibuna, encontrado na bacia hidrografica do rio Paraiba
do Sul, na regido sudeste do pais, verificando a consisténcia de cada metodologia aplicada a um problema da
natureza. Para isso, foram utilizados os pardmetros obtidos nas campanhas de campo realizados por Soares
et al. (2010), aplicados na equacéao de difusdo-advecgcdo no modelo unidimensional.

A solucdo do problema pelo método GILTT constitui da constru¢do de um problema auxiliar de Sturm-
Liouville, expansdo da concentracdo do poluente em uma série em termos das autofuncdes obtidas,
substituicdo da expansdo na equacdo a ser resolvida, e obten¢do de uma equacgao diferencial ordinaria na
forma matricial, que por sua vez, é resolvida pela Transformada de Laplace (BUSKE et al., 2010). O método
de Taylor, explorado no trabalho de (SOCOLOFSKY et al., 2002), resume-se em aplicar o teorema m de
Buckingham (CENGEL, 2007), reescrevendo a concentracdo por uma funcdo genérica de uma variavel
adimensional, com propdsito de transformar o problema em uma Equacao Diferencial Ordinaria (EDO) , e
resolvé-la com o auxilio da Transformada de Fourier.

J4 0 método de Separacgdo de Varidveis consiste em considerar a solu¢do do problema como o
produto de duas fungdes, cada uma dependendo de apenas uma variavel independente, e substituir esse
produto no problema a ser resolvido, obtendo duas EDQO’s (BOYCE et al.,, 2006). A partir disto, sdo

encontradas as solugdes das EDQ’s, que serdo também funcdes de uma constante arbitraria. Reescrevendo
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a solucdo do problema original como produto das solu¢Ges das EDOQ’s, utilizamos a Transformada de Laplace
para determinar a constante arbitraria.

Como referéncia base, foram utilizados os trabalhos de Buske et al. (2011), Machado (2019), Moreira
et al. (2009), Soares et al. (2010), Tirabassi et al. (2009), Vilhena et al. (2012) e Wortmann et al. (2005). Nesses
estudos, o método GILTT foi usado com sucesso para a formulagdo da solugdo analitica para o problema da

dispersao de poluentes.

METODOLOGIA
Parametros hidrodinamicos

Os parametros hidrodinamicos que serdo adotados no presente trabalho, foram obtidos nas
campanhas de campo de Soares et al. (2010), utilizando a inje¢cdo de tragadores no rio Paraibuna e analisando seu
trajeto através do curso do rio. Segundo Bedmar (1972), pode-se denominar tracador como toda substancia
gue permite estudar o comportamento do processo quimico ou fisico de um meio, quando incorporado a
este. Bedmar (1972) também afirma que o tracador ideal para corpos hidricos deve ter comportamento
idéntico ao da agua e ndo produzir nenhuma reagao quando incorporada a estes. Além disso, devem ser
tomados cuidados essenciais na escolha do tracador ideal, que sdo: ndo utilizar substancias tdxicas ou que,
de alguma forma, possam prejudicar os seres vivos da regido; priorizar substancias que se encontram em
baixas concentracdes no local de estudo, para facilitar a andlise dostracadores; utilizar produtos de baixo
custo; entre outros (BEDMAR, 1972). Com base nisso, no trabalho de Soares et al. (2010) foram utilizados
tragadores fluorescentes Uranina, também conhecido como Fluoresceina Sddica (Acid Yellow 73, Color Index
45350) e Amidorodamina G Extra (Acid Red 52, Color Index 45220), utilizados na industria téxtil e
frequentemente empregados como tracadores de corpos hidricos (SOARES et al., 2010).

O ponto de localizacado da injecdo dos tracadores se localiza no rio Paraibuna sob a ponte da BR 040
(km 777), Distrito Industrial, e as equipes de monitoramento se posicionaram em seus postos para realizar a
anadlise da passagem da nuvem de tracador por cada um dos postos tomados (SOARES et al., 2010). A Tabela

1 mostra a localizagdo dos locais de injecao e de monitoramento dos tracadores:

Tabela 1: Sintese dos dados das se¢des de inje¢do e monitoramento.

Secdes Coordenadas UTM Distancia Acumulada (km) Denominagdo
SO (661307,7602540) 0,0 Injegdo

S1 (665622;7597640) 7,6 Represa

S2 (671189;7593382) 16,0 Pontilhdo

S3 (673166;7590816) 20,0 Posto Policial

Fonte: Avaliagdo da Capacidade de Transporte e Dispersao do Rio Paraibuna Utilizando Tragadores Fluorescentes.
Trecho: Distrito Industrial a UHE Marmelos — Juiz de Fora/MG; Soares et al. (2010).

Tais postos de monitoramento foram escolhidos, principalmente, por conta da homogeneidade dos
trechos monitorados, pela facilidade do acesso para a tomada das amostras e pela existéncia de uma secdo
de amostragem préoxima ao ponto de inje¢do, para que sejam avaliados os parametros D, (coeficiente de
dispersdo longitudinal), U (velocidade do rio) e a vazdo do rio em cada posto de monitoramento (SOARES et

al., 2010). Alguns dos dados observados foram reunidos na Tabela 2.
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Tabela 2: Comparagdo dos parametros hidrodinamicos da campanha 1 - Amidorodamina G Extra.

Tragador Amidorodamina G Extra Vertical 1

Sec¢do Local Distancia (km) D; (m2/s) U (m/s) Qcalc (m3/s)
1 Represa 7,6 6,2 0,52 15,66

2 Pontilhdo 16,0 11,0 0,53 19,57

3 Posto Policial 20,0 12,7 0,55 18,60

4 UHE Marmelos 27,0 16,0 0,53 20,22

Fonte: Avaliacdo da Capacidade de Transporte e Dispersdao do Rio Paraibuna Utilizando Tragadores Fluorescentes.
Trecho: Distrito Industrial a UHE Marmelos — Juiz de Fora/MG; Soares et al. (2010).

Equagdo de Difusdo-Adveccao

No estudo da dispersdo de poluentes, existem alguns conceitos fundamentais que descrevem os
fendmenos fisicos de um soluto transportado em meios hidricos, atmosféricos, entre outros. No caso
hidrodinamico, a equac¢do que descreve o fen6meno da dispersdao de poluentes é obtida baseando-se no
principio da conservagao de massa (equag¢do da continuidade). Considerando C a concentracdo de uma

espécie genérica que se conserva em meios aquaticos, tem-se:

ac+Uac+Vac+Wac+S_O (1)
ot dx dy 9z  ~

onde C é a concentragdo do poluente (mg/m?3), t é o tempo apds a injecdo (s), x, y e z representam as
coordenadas retangulares da localizagdo (m), U, V e W representam as componentes da velocidade
instantdnea do escoamento nas diregbes x,y e z (m/s), respectivamente, e S denota o termo fonte.
Considera-se o termo fonte quando a concentracdo analisada sofre transformacdes, por processos fisicos,
guimicos ou bioldgicos. Quando a concentragdo do poluente ndo sofre nenhum processo desse tipo, ocorre
apenas os processos de difusdo e adveccdo e o termo S é desconsiderado (MACHADO, 2019).

A partir disto, de acordo com a decomposicdo de Reynolds, uma varidvel como a velocidade
direcionada e a concentracdo, que sao consideradas turbulentas, pode ser decomposta em um valor médio
e uma flutuagdo em torno deste valor médio (TENNEKES et al., 1983). Logo, aplica-se na equagdo (1) as
decomposigoes:

U=U+U’ V=V+V’ W=Ww+Ww’ C=C+C'; (2)

Onde cada termo denotado por uma barra superior representa seu valor médio, e cada termo representado por uma
linha representa sua flutuagao.
Além disso, é utilizada a lei de Fick, que afirma que, no processo de uniformizar a concentragdo no

corpo hidrico, o fluxo turbulento da concentragdo analisada é proporcional ao gradiente de concentragdo
média, mas possui sentido oposto. Mais precisamente, escreve-se da forma:

ac
&g (3)

ac _ ac _

U'C =—e,—: w'c’ =
X 9

onde &, €, e €, sdo os coeficientes de difusdo turbulenta nas diregbes x, y e z respectivamente (m?/s).
Aplicando os procedimentos anteriores na equagdo (1), apds manipulagdes matematicas, é
encontrada a equagao:
aE+ﬁaE+VaE+WaE a/ ac N a( ac N a [/ acC s A
— — — —=—g=—|+=—|ly=—|+=—|=— .
ot ox dy 0z o0x\ *dx) ody\ Yoy oz\ %oz )

Utilizando as hipdteses simplificadoras encontradas em Bedmar (1972) e Barros (2004) na equacgado
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(4), obtém-se a equagdo unidimensional:

aE+UaE_a acC s :
ot U ox  ox\ T ox ®)

Considerando que ndo ha sumidouros ou processos fisico-quimicos com a concentragdo estudada,
considera-se o termo fonte como uma fung¢do nula; além disso, o coeficiente de dispersdo longitudinal ao
longo do eixo x é tomado constante neste estudo:

§=0; & =Dy, (©)

onde D, é o coeficiente de dispersdo longitudinal constante (m?/s). Aplicando as simplificagdes (6) na equagdo (5),
tem-se a equacgdo de dispersdo de um poluente na forma unidimensional:

ac+Uac_DaZC t>0 7
ot ax  ‘lox?’ = @)

onde, neste caso, C = C(x, t) representa a concentragdo média do poluente (mg/m?) e U representa a velocidade
média de escoamento (m/s) (as barras superiores foram retiradas por questdo de simplificagdo nas notagdes).
Sendo:

ac - ~
i Representa a variacdo temporal da concentragdo;

ac . .
UE - E o termo que representa o transporte advectivo e

9%c .
D, Tz E o termo que representa o transporte difusivo.
X

Além disso, em problemas de dispersdo de poluentes em rios, quando o poluente é despejado no

corpo hidrico instantaneamente, considera-se que a equagdo (7) esta sujeita a condigdo inicial:

C(x,t=0)=%6(x) )

onde M é a massa de tragador injetada (mg), A é a area da secdo molhada (m?), e §(x) é a fungdo Delta de Dirac.
Para as condi¢Ges de contorno, tem-se que:

Clx =200,t) =0 t>0. 9
No presente trabalho, iremos propor separadamente os modelos difusivo e advectivo para a

dispersao de poluentes.

Modelo Difusivo

Nesta secdo, serd considerado o modelo que descreve a difusdo turbulenta do poluente no corpo
hidrico, ndo havendo advecgdo (ndo ha velocidade de escoamento do rio, e, portanto U = 0). Diante disso,
a equagdo (7) se torna:

ac 9%

D;—, 10

ot~ lox? (10)
Para resolver a equagdo (10) sujeita as condig¢des (8) e (9), serdo utilizados os métodos GILTT e

Taylor. Como o método GILTT nao se aplica para dominio infinito, adota-se um dominio simétricode 0 < x <

L,, onde L, é o comprimento ficticio do rio (suficientemente grande).

Método GILTT

Para resolver a equagdo (10), é preciso primeiramente resolver o problema auxiliar de Sturm-

Liouville associado a equacgao:

(x) + A2y, (x) =0, 0<x<L, (11)
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Yn(Ly) =0, Yn(0) =0, (12)
Que possui como resultado as autofuncgdes
Pn(x) = cos(A,x) (13)

m\ 1 ~ . N ~
onde A, = (mr - ;) Ton € Z sdo os autovalores associados as autofunc¢des (13).
X

Agora, expandindo a concentra¢do em termos das autofung¢des do problema de Sturm-Liouville,

da seguinte forma:

K N
Ce0 = Jim > Tu® Pl = ) G- Yo (O, (14)
n=0 n=0

onde C_n (t) sdo coeficientes a serem determinados e N é o indice do somatdrio (suficientemente grande), no qual a
soma (14) converge, deve-se substituir a equagdo (14) na Equagdo Diferencial Parcial (EDP) (10):

ac ¢ 9 [ — 92 [
E = Dlﬁ = a Zocn (t) . lpn (X) = Dlﬁ Z)Cn (t) ' lpn (X) =
n= n=

N N
S>> O = Y T D () = 0. (15)

n=0 n=0

Aplicando o operador:

Ly
O Pm(x)dx (16)
0

em ambos os lados da equacgdo (15), obtemos:
N L N L,
DG @ [ ) v @idr— Y G @ [ D @i = 0 (17)
n=0 0 n=0 0

Sendo by, ., = foL" W, ()Y, (x)dx , serd calculado seu valor:

- Cos <(TlT[ - %) %x) CosS ((mT[ - g) %X) dx =

X

Ly
bnm = f cos(A,x) cos(Ax)dx = f
0 0

= fo%[cos ((n+m - 1)1TL£>+ cos ((n —m)rr%) ]dx =
0

X X
Ly
1 L, . X L, . X
=3 —(n =D sin ((n +m-— 1)715) + —(n - sin ((n - m)na)

n#-m+1 n+Em x=0
=0. (18)

Agora, se n = m, entao:

. fOLx cos ((m_[ _ %) %x> cos ((nn’ - g)%x> dx = fOLx cos® <(nn’ - %) %x) dx = Lz_x (19)

Logo, pelas equagdes (18) e (19), conclui-se que:

L, _
bym = {7,56 m=n =0; (20)
0,sem #+ n.
Agora, reescrevendo a equac¢do (17) na forma matricial:
B-Y'(t)=E - Y(b), (21)
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Onde:
Y(®) = {C,(O};
B = {bn,m};

Lx 14
E = {enm} onde enm = [ Dy () (x)dx

Ou ainda, escrevendo a equagdo (21) como:

Y'()+F-Y(t) =0, (22)
onde F = —B~! - E.Aequacdo (22) esta sujeita a condicdo inicial:
Y(0) = {C,(0)}. (23)

Pela equacgdo (14), expandindo também a condigdo inicial (23) e igualando a equacdo (8):
N
M — M
C(x,0) = = 8(0) = C(x,0) = Z Ca (0)- () = 5 6C0). (24)
n=0
De maneira analoga, aplica-se o operador fOL"(-) Y (x)dx naequagdo (24) e obtém-se:

N L M b
DGO | e m@dx = 7 | 8 @dx. (25)
n=0 0 0

Calculando as integrais da equagdo (25), obtém-se:

_ L, M 2M
Cn (0)7= 7> C, (0) = T (26)
X

Portanto, pela equagdo (26), a condigdo inicial (24) é reescrita na forma matricial como:
Y(0) = { M }
AL, )

(27)
Finalmente, resolve-se a equagdo (22), aplicando a Transformada de Laplace em ambos os lados:
LY )+ F-Y(t),t>s}=L{0,t >s} s - L{Y(t),t >s}—Y(O0)+F-L{Y(t),t >s}=0
=
=>s-L{Y(t),t > s}+F-L{Y(t), t > s}
= Y(0). (28)
Assumindo que F seja diagonalizavel, F pode ser escrita da forma
F=X-D-X1 (29)

onde D é uma matriz diagonal cujos elementos sdo os autovalores de F, X é uma matriz cujas colunas sdo os
autovetores linearmente independentes de F, e X~! é sua inversa. Substituindo a equagdo (29) na equagdo (28):
s LY),t>s}+X-D-X1-L{Y(t),t >s}=Y(0)=>(s-X- X1+ X-D- X1 L{Y(t), t > s}

=Y(0) >
=>X-(s-1+D)-X"1-L{Y(t),t > s} = Y(0) = L{Y(t),t > s}
=X-(s-1+D)"1-X"1-Y(0). (30)

Aplicando a Transformada inversa de Laplace, denotada por £71, na equacéo (30):
Y®) = LHX - (s-I+D) - X1-Y(0),s>t}=X-L7Y(s-I+D) Ls—>t}-X1-Y(0). (31)
Agora, serd calculado L71{(s -1 + D),s - t}, da equagdo (31), denotando por dy,d;, ...,dy 0s

autovalores da matriz F:
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1
s+dy - 0 s+d,
s-1+D= : : = (s-1+D) 1= : :
0 o s+dy 0 1
s+dy
=
L‘l{ ! s—)t} L£710,s - t}
S+ do ’ ’ e_dot e O
=L Y(s-1+D)}= : : = : :
-1 -1 1 0 . e_dNt
L7YH0,s > t} o L { ,s—>t}
s+dy
=G(t). (32)
Portanto, com a matriz G (t) definida na equagdo (32), conclui-se que a solugdo para a equagao (22)
é:
Y)=X-G(@t)-X"1-Y(0), (33)

cujo resultado serd o vetor coluna de elementos {C,(t)}.
Portanto, a solugdo da equacdo de difusdo unidimensional dependente do tempo pelo método GILTT

é representada pela expressao:
N
CED = ) Tul®) Pal) (34)
n=0
onde C,,(t) é definida na equagdo (33) e ¥,,(x) é definido na equacgo (13).

Método de Taylor

Como mostrado detalhadamente em Socolofsky et al. (2002), para a resolucdo da equagdo (10) pelo

método de Taylor, serd considerada a solu¢do da forma:

Clx,t) = D f1<\/D_> (35)
it it

onde f; é uma fungdo a ser determinada. Substituindo a equagdo (35) na EDP (10), a fim de torna-

la em uma EDO:

208~ o ()]s ()

ot~ 'ox? 7 at|a i\ Dyt ‘ox?|a Dt \YDit
) bl ol ()
Ve \Dit) Vet Vedxt [\ Die

Nomeando a variavel adimensional como § = \/%_ﬂ' de forma que % = \/;_ a—ﬁ = ﬁ, aplicando
essas expressdes na equagdo (36), tem-se:
-1 1 ap
ﬁfl(ﬂ) ) 5 = D B 5] =
5 ®+ 10 () = () =
2Jbi7) ~ \JDi
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-1 1/ x
=>7f1(ﬂ)——<—

. m)f@(ﬂ) GE

=p
= f1(B) +Bf" (B) = =2f", (B) =+ T [ﬁfl(ﬂ)] ==2f",(B) =
- (o FBREN) 8 = [ (<27",8)) dB = BLEB) = =2, B) + ki 37)
Assumindo que K; = 0 na equagdo (37), conclui-se que:
B? ﬁz
BAB) ==2f" (B) = fi(B) = e #e'2 = Ke™ 4. (38)
Portanto, como foi suposto que a solugdo da equagdo (10) era da forma C(x,t) = A\/LDTfl (\/%_lt)’
conclui-se que:
C(x,t) = f< )—K M e_@ﬁ Clx,t) =K M e‘%t (39)
©aypt \ybt) T AYDit aype

Para determinar o valor da constante K utiliza-se a condigdo inicial (8), porém como a fungdo

encontrada em (39) ndo estd definida em t = 0, utiliza-se a condi¢do de continuidade:

ltirré C(x,t) = C(x,0). (40)
Portanto, igualando as equagdes (8) e (40), tem-se:
M XM
=0) =— i Dt —
Clx,t=0) 1 o(x) = ltl_I)‘%K e 4D 1 6(x), 41

A/ Dt
aplicando a Transformada de Fourier (denotada por ) em ambos lados da equagdo (41) e utilizando

suas propriedades:

limK
t=0" A /Dt

_x2 M
T{e 4Dt x — w} =Z. 1. (42)
Obtendo assim:

}:1_1;1’(%[(\/—_(1/4[)[1:71'6_“) Dlt) =—
1

= lim2KVme @ Pt =12 2KVr-1=1=>K=——. 43
t-0 2\/% ( )

Encontrado o valor de K na equagdo (43), substitui-se em (39), e tem-se a solugdo do modelo

difusivo pelo método de Taylor:

M _x*
C(x,t) = ———e 4Dt (44)
A 7TDlt

Modelo Advectivo

O transporte puramente advectivo provoca o deslocamento de particulas de soluto com a
velocidadereal (U) dofluido na direcdo do escoamento, sem considerar a difusdo molecular do soluto,

ouseja, D; = 0. Diante disso, a equacdo (7) se torna:
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ac+ aC
ot ox

Para resolver a equacdo (45) sujeita as condig¢des (8) e (9), utiliza-se o método de Separagao

0. (45)

de Variaveis com Transformada de Laplace.

Método de Separagdo de Varidveis com Transformada de Laplace

Comegamos a resolugdo da equagdo (45) pela Separagdo de Variaveis. Supondo que a fungdo C(x, t)
seja da forma:
Clx,t) = X()I(1), (46)
e substituindo a equagdo (46) na equagdo (45):
X ()r)] ‘U X () (®)]

= 0. 47
at d0x 47
Aplicando o operador diferencial na solugdo proposta, segue:
X)r'() + UX'(x)I'(t) =0, (48)
Obtendo como resultado:
1T'(t X' (x
®_ X&) (49)

UT@E) X
Como é de se notar, a expressdo a esquerda da equacgdo (49) depende somente de t e a expressdo
a direita depende somente de x. Logo, para que essa igualdade seja valida, é preciso que ambos os lados da

equacgdo sejam iguais a mesma constante. Denotando essa constante de separagdo como «, tem-se:

1) X'(x)

_ = _ = 50

UTO - X@ (50)
Ou seja, sdo obtidas as duas EDO’s:

1T'(t)

7 51

Ut ¢ GD
E

X'(x)

- 52
Considerando as equagdes (51) e (52), obtém-se como soluges:

['(t) = Ae®Vt e X(x) = Be™%*, (53)
Portanto, a solugdo da equacdo (45) sera:

C(x,t) = Be % Ae%Ut = Ke~%¥ealUt, (54)
Além disso, pela condigdo de contorno (9), tem-se que:

lim C(x,t) = 0, (55)

X—00
ou seja,

lim Ke~%*e%t = 0 = Ke®Ut lim e~** = 0. (56)

X—00 X—00

Como pode-se ver, a constante de separacdo (a) deve ser um numero real positivo. Com isso,

reescreve-se a solucao final como:
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[oe]

C(x,t) = f D(a) e®Vte~**(daq. (57)
0

Para determinar o coeficiente D (), sera utilizada a condigdo inicial (8):
M « M
C(x,0) =Z6(x) =>f D(a) e *da =Z6(x). (58)
0

Observa-se que o lado esquerdo da equacdo (58) €, por defini¢do, a Transformada de Laplace da
fungdo D(a), transformando a em x. Desta forma, serd aplicada a Transformada inversa de Laplace em

ambos os lados da equacao:

M
LYY L{D(a),a > x}, x> a}=L"1 {ZMX)'X - a}. (59)
Assim, tem-se:
M
D(a)=L"1 {Z(S(x),x - a}. (60)
Substituindo na equagdo (57), lobtém-se:
*© M M
C(x,t) = f L1 {Z6(x),x - a}e“”te_“xda = ZMX + Ut). (61)
0

Portanto a equagdo (61) é a solugdo para o problema do transporte advectivo de poluentes.

RESULTADOS E DISCUSSAO

Tendo em vista as solu¢Ges para o modelo difusivo para a dispersdo de poluentes em rios dadas pelas
equacdes (34) e (44), e a solugdo para o modelo advectivo, dada pela equagdo (61), foi simulada a dispersdo
de poluentes no rio Paraibuna, usando os parametros hidraulicos obtidos no trabalho de Soares et al. (2010):
a massa injetada do tracador M = 500.000 mg; a area transversal média do rio A = 30,138 m?;
coeficiente de dispersdo longitudinal D; = 6,2 m?/s e velocidade U = 0,52 m/s. Os célculos apresentados
nas secbes anteriores foram programados e executados no software Julia v.1.4.2, e os graficos com os dados
obtidos foram plotados no software Octavev.5.1.0.

A Figura 1 mostra a simulacdo feita acerca do modelo difusivo, em um grafico da concentracdo do
tragador (em ppb) em fungdo da posigcdo a partir da fonte (em km), tendo fixo trés momentos distintos e

suficientemente espagados (1/2 dia, 1 dia e 5 dias ap0s a inje¢do de tragcador).

1/2 dia depois da injegdo
. 2

N Método GILTT
~ 2 | Método de Taylor

Concentragdo (ppb)

Posigdo a partir da fonte (km)
1 dia depois da injegdo
4 )

—— [~Método GILTT
~ _| |=_Método de Taylor|

B S RSN S S b S S S S M

Concentragdo (ppb)

Posigdo a partir da fonte (km)

S dias depois da injecdo

[~Método GILTT
- Método de Taylor|

Concentragdo (ppb)

Posigdo a partir da fonte (km)

Figura 1: Simulagdo do modelo difusivo pelos métodos de Taylor e GILTT para os instantes % dia, 1 dia e 5 dias.
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Como pode-se observar na Figura 1, a concentragao maxima estd situada préximo ao ponto de injegao
de tracadores, dispersando-se vagarosamente para o restante do rio, no processo de homogeneizagao da
quantidade de tragador ao longo de todo o trecho analisado. Esse processo se da lentamente pois, como
observado do modelo difusivo, consideramos a velocidade do rio como nula, e examina-se apenas a atividade
de dispersao turbulenta das particulas de poluente inseridas norio.

Além disso, comparando a simulagdo apresentada na Figura 1 com os dados das curvas de passagem
do tragador obtidos na campanha no rio Paraibuna de Soares et al. (2010), encontrados nas Figuras 3b, 3ce
3d, é possivel analisar a diferenca na quantidade de tracador dissipada pelo rio no processo difusivo-
advectivo; nos dados observados, apds aproximadamente 10 horas da injecdo, a concentragdo apresenta um
pico na posicdo proxima de 20 km, enquanto nos dados simulados para o modelo puramente difusivo
observa-se que o pico de concentracdo apds 12 horas da injecdo sera de localizado a menos de 1 km do
ponto de injecdo. A Figura 2 apresenta a concentra¢do de tracador (em ppb) em fungdo do tempo a partir da

injecdo, em trés posicoes fixas a partir da fonte (100 m, 500 m e 1 km).

100m do ponto de injecdo
T T

i —Método GILTT |
7= Método de Taylor,

Concentragdo (ppb)

Tempo apés injegdo (h)

500m do ponto de injecdo

Método GILTT
r 7= Método de Taylor,

Concentragdo (ppb)

Tempo apés injegdo (dias)

1km do ponto de inje¢do

[ |~ Método GILTT
|- Método de Taylor|

Concentragdo (ppb)

Tempo apss jesto (des)
Figura 2: Simulagdo do modelo difusivo pelos métodos de Taylor e GILTT para as posigdes 100 m, 500 m e 1 km.

Analogamente a Figura 1, notamos que, na Figura 2, o tracador se concentra em maior quantidade
em locais préximos a fonte (como em 100 m), e leva um tempo consideravel para a diluicdo para o restante
do rio, o que pode ser notado principalmente em pontos localizados distantes da fonte (como em 1 km). De
fato, analisando a posicdo x = 100m, obtem-se que em t = 0,2h a concentracdo é de C = 80ppb, e
neste mesmo ponto a concentragdo diminui 75% somente apds, aproximadamente, 9,44h da injegdo de
tracador. Enquanto isso, analisando a posicdo x = 1km, a concentracdo maxima se mantém, durante todo
o processo, abaixo de C = 10ppb, cerca de 12,5% da concentragdo mdxima em x = 100m.

Quanto ao modelo advectivo, foi feita a comparagao entre os dados simulados e os dados observados
na campanha de Soares et al. (2010). Na Figura 3a, foram plotados os dados simulados, e nas Figuras 3b, 3c
e 3d estdo representados os dados reais para o transporte da nuvem de tragador (em ppb) em fungdo do
tempo (em h), para trés posicGes fixas (7,6 km, 16 km e 20 km).

Em analise a Figura 3a, é possivel notar que a nuvem de tragador permanece intacta durante o
processo de advecgdo, ou seja, a nuvem de tragador desloca-se em um bloco que ndo se difunde para os seus

arredores, como discutido na se¢do do modelo advectivo. Neste caso, a quantidade de tragador observada
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no graficosimulado daFigura 3aé sempreigualacondig¢adoinicial Z.Alem disso, comparado aos dados reais

nas Figuras 3b, 3c e 3d, pode-se ver que o pico detracadorem cada posto de analise ocorreem momentos
aproximados, o que poderia ser esperado, pelo fato da advecgdo ser o processo dominante na dispersao

de poluentes em meios hidricos.

o

. x=7.6km
—x=16km

x=20km
- t=4:03h, C=16590.35ppb
- t=8:33h, C=16590.35ppb
- t=10:48h, C=16590.35ppb

Concentragdo (ppb)
1
f

Tempo apds injegdo (h)

E
€
s

Concentragédo (ppb)
Concentragdo (ppb)
Concentragdo (ppb)

ESSERREEE ATTHRS | o

Tempo apés iﬁjecéo (h) ) Tempo apés in]ecé;: (h)

+ Dados Observados em: (b) x=7,6km; (c) x=16km; (d) x=20km.
* Ponto de maior concentragdo: (b) (t=4:03h, C=15.55ppb); (c) (t=8:21h, C=6.83ppb); (d) (t=10:04h, C=6.25ppb).|

Figura 3: Simulacdo do modelo Advectivo por Separacao de Varidveis e Transformada de Laplace, em comparagdao com
os dados da natureza medidos em experimento nas posi¢cdes 7.6km, 16km e 20km.

CONCLUSOES

A preservagao dos meios hidricos é de extrema importancia para a manutencdao do ecossistema.
Logo, é fundamental que o ser humano crie métodos visando a prevencgao de incidentes danosos aos corpos
hidricos, e a modelagem matematica vem exercendo com sucesso o trabalho de previsdo e simulacdo de
acidentes envolvendo a poluicdo de rios, mares e oceanos.

No presente trabalho, foi feita a comparacdo entre os modelos difusivo e advectivo para a dispersao
de poluentes no rio Paraibuna. Foram apresentados métodos para a resolucdo de cada modelo e suas
respectivas solucées analiticas para o caso unidimensional, e, a partir destes, foram apresentados graficos de
simulacdo para cada um desses modelos, bem como os dados reais observados.

A partir da analise realizada, verificou-se que ambos modelos sdo capazes de fornecer informacées
pertinentes quanto a dispersdao de poluentes em corpos hidricos. Quando sdo analisados os dois casos
separadamente, percebe-se que no modelo difusivo, o processo de dispersdo ocorre lentamente,
apresentando com eficdcia a andlise da dispersado turbulenta das particulas do poluente inserido no rio. Jad o
modelo advectivo apresenta o modo como a nuvem de tragador se desloca pelo leito do rio, e é eficaz para
aproximar o momento de pico do poluente em cada posic¢ao.

O estudo realizado através dos modelos advectivo e difusivo mostraram a influéncia destes processos
no problema fisico, percebeu-se que o modelo advectivo tem uma influéncia maior no processo de dispersao
do poluente. Este modelo é uma étima escolha para determinacdo do instante (ou posicdo) dos pontos de
maior concentracdo de poluente. J& o modelo difusivo o processo de dispersdo é mais lento, contudo os

resultados mostram a importdncia de levar em consideracdo este tipo de transporte nos modelos de
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dispersdo. Desta forma, para uma andlise mais condizente dos dados reais, é necessario o uso do modelo

levando em consideracdo os dois processos de transporte de poluente, um modelo advectivo-difusivo.
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