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Otimização qualitativa em sistemas hídricos: aplicação em região do 
alto curso do rio Piranhas (PB) 

O presente trabalho tem como objetivo efetuar a otimização qualitativa, baseada em Programação Linear, em um sistema de recursos hídricos presente no alto 
curso do rio Piranhas-PB que integra dois reservatórios em série, Engenheiro Ávidos, localizado no município de Cajazeiras, e São Gonçalo, no município de Sousa. 
A rotina de otimização considera cinco funções objetivo, além de restrições relacionadas à modelagem da Demanda Bioquímica de Oxigênio, Oxigênio Dissolvido, 
formas nitrogenadas e fosfatadas, nos rios e reservatórios, bem como os métodos empregados para linearizar as não linearidades existentes. Além do mais, foi 
também avaliado o grau de representatividade da modelagem para com a área de estudo. Os efluentes estão associados ao lançamento de esgotos domésticos de 
municípios próximos aos corpos hídricos. Foram estudados dois Cenários, no primeiro os efluentes foram lançados sem considerar um tratamento prévio, já no 
segundo Cenário foi considerado que os efluentes foram submetidos a um tratamento por meio de lagoas de estabilização. Os resultados indicaram que o modelo 
de otimização permitiu, nos dois Cenários, encontrar soluções otimizadas de maneira que as concentrações dos parâmetros permanecessem, durante todo o 
período de operação, em níveis aceitáveis para a classe dos corpos hídricos. Além disto, as equações matemáticas e os coeficientes cinéticos puderam representar 
de forma adequada a área de estudo, com baixos erros calculados. 

Palavras-chave: Programação linear; Recursos hídricos; Qualidade de água. 

 

Qualitative optimization in water resources systems: application at 
Piranhas river’s upper course (PB) 

The present work aims to carry out the qualitative optimization, based on Linear Programming, in a water resources system present in the upper course of the 
Piranhas (PB) river that integrates two series reservoirs, Engenheiro Ávidos, located in the municipality of Cajazeiras, and São Gonçalo, in the municipality of Sousa, 
both at State of Paraíba. The optimization routine considers five objective functions and constraints related to modeling the Biochemical Oxygen Demand, Dissolved 
Oxygen, nitrogen and phosphate forms, in rivers and reservoirs, as well as the methods employed to linearize as existing nonlinearities. Furthermore, the degree 
of representativeness of the modeling for the study area was also evaluated. Effluents are associated with the discharge of domestic sewage from municipalities 
close to water bodies. Two Scenarios were studied, in the first the effluents were released without considering a previous treatment, in the second Scenario it was 
considered that the effluents were subjected to treatment through stabilization ponds. The results indicated that the optimization model allowed, in both 
Scenarios, to find optimized solutions so that the parameter concentrations remained, throughout the operation period, at acceptable levels for the class of water 
bodie. Mathematical equations and kinetic coefficients, furthermore, could adequately represent the study area, with low calculated errors. 
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INTRODUÇÃO  
 

Os recursos hídricos superficiais vêm sofrendo significativa pressão antrópica, seja por meio do 

aumento das demandas hídricas ou devido ao constante lançamento de efluentes, que possuem as mais 

variadas fontes (HAN et al., 2020; VALIALLAH et al., 2021). 

Essa problemática torna-se ainda mais latente em regiões com baixa disponibilidade hídrica, como o 

semiárido brasileiro, com corpos hídricos intermitentes que possuem menor capacidade de diluição dos 

efluentes (OLIVEIRA et al., 2017; VALCARCEL et al., 2020). Segundo Martinsen et al., (2019), a qualidade da 

água deve ser considerada em todas as etapas do planejamento dos recursos hídricos, sendo importante o 

desenvolvimento de ferramentas que permitam avaliá-la adequadamente (FU et al., 2019). 

A modelagem matemática é um dos principais procedimentos metodológicos que vêm sendo 

empregados para o estudo da qualidade das águas superficiais, de maneira que a dinâmica comportamental 

dos diversos constituintes pode ser quantificada, assim como a possibilidade de prever cenários críticos, o 

que pode favorecer a construção de ações e programas para equacionar o problema e evitar o colapso hídrico 

(LIMA et al., 2018; LIANG et al., 2020). 

Entre as técnicas de modelagem, nota-se a otimização, que permite, por exemplo, melhorar as 

variáveis de decisão a partir da maximização ou minimização de um ou mais objetivos de maneira que uma 

série de restrições possam ser atendidas (BABAMIRI et al., 2021; DEREPASKO et al., 2021). Sendo assim, 

métodos de otimização podem auxiliar no estabelecimento de práticas operacionais mais eficientes (KAMALI 

et al., 2017). Um destaque entre as técnicas de otimização é a programação linear, em que as funções 

objetivo e restrições apresentam comportamento linear (ABDEL et al., 2019).  

A programação linear permite encontrar um ótimo global, caso ele exista, possui aplicabilidade em 

problemas de larga escala e as não linearidades podem ser contornadas por meio de artifícios de linearização 

(SIVAPURAM et al., 2018). Sendo uma das técnicas de otimização que mais se desenvolveu, possui grande 

aplicação na engenharia de recursos hídricos, em problemas de planejamento agrícola, otimização de redes 

de distribuição de água, alocação ótima de água para o atendimento de múltiplas demandas e modelagem 

da qualidade da água (ZHANG et al., 2018; SANTOS et al., 2011; VEINTIMILLA et al., 2018; ZHOU et al., 2018; 

CASSIOLATO et al., 2021; BOAH et al., 2020). 

Desta forma, o presente trabalho tem como objetivo realizar a otimização multiobjetivo, qualitativa, 

baseada em programação linear, em um sistema de recursos hídricos localizado no semiárido nordestino 

brasileiro, buscando condições ótimas para que as concentrações dos parâmetros estudados permaneçam 

em níveis que respeitem a legislação vigente. 

 
METODOLOGIA 
 
Funções objetivo do modelo qualitativo 
 

O modelo de otimização possui cinco funções objetivo, que compreendem, basicamente, a 

minimização do déficit entre a µ-ézima concentração do parâmetro p nos nós ou reservatórios do sistema 
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estudado (Cpµ,t) e as concentrações meta (Cpmetaµ,t) . Sendo assim, na Equação 1 encontra-se a função 

objetivo quadrática padrão empregada para cada parâmetro. 

𝐶𝑝µ =
∑ µ, µ,

µ,
 𝑠𝑒 𝐶𝑝µ, > 𝐶𝑝𝑚𝑒𝑡𝑎µ,

 
     0                                    𝑠𝑒      𝐶𝑝µ, ≤  𝐶𝑝𝑚𝑒𝑡𝑎µ,

 

Os parâmetros de qualidade de água aos quais referem-se as funções objetivo são a DBO, nitrogênio 

amoniacal, nitrato, fosforo total e OD. Para os quatro primeiros, a resolução 357/2005 do CONAMA 

estabelece limites máximos de acordo com a classe em que os corpos hídricos estão enquadrados. No caso 

do OD, os níveis definidos correspondem a valores mínimos a serem mantidos no meio aquático. A Equação 

1 foi linearizada por meio do Artifício de Linearização por Segmentos, dividindo-se a concentração em 4 

segmentos, de acordo com as equações 2 e 3. 

𝐶𝑝𝑚𝑒𝑡𝑎µ, − 𝐶𝑝µ,

𝐶𝑝𝑚𝑒𝑡𝑎µ,

= ϕ𝑐µ. . ∗ 𝑐µ. . .  

𝐶𝑝µ. = 𝑐µ. . .  

Sendo h os segmentos da concentração do parâmetro p no reservatório r ou no s no mês t, h = 1, …, 

4; ϕcµ.p.h-1 a declividade do segmento de reta anterior da função objetivo destinada ao atendimento da µ-

ézima concentração permitida do parâmetro p no mês t; cµ.p.h.t o incremento da µ-ézima concentração do 

parâmetro p no mês t, que é limitado por: 

0 ≤ cµ. . . ≤

𝐶𝑝𝑚𝑒𝑡𝑎 µ.              𝑠𝑒    ℎ = 1

0,5𝐶𝑝𝑚𝑒𝑡𝑎µ.                        𝑠𝑒      ℎ = 2,3         

𝐶𝑝𝑚𝑎𝑥µ. − 2𝐶𝑚𝑒𝑡𝑎 𝑠𝑒    ℎ = 4

 

Sendo Cpmaxµ.h.t o valor máximo para o parâmetro p no mês t.Para levar em consideração o caráter 

multiobjetivo do modelo, foi utilizado o Método das Ponderações, onde cada função objetivo foi 

normalizada. Assim, a função multiobjetivo para o modelo de otimização qualitativo (FOquali) encontra-se na 

Equação 5. Sendo ω o coeficiente de ponderação relacionado à importância ou prioridade de atendimento 

entre as funções objetivo. 

 

𝑚𝑖𝑛 𝐹𝑂 =  ω ,µ ∗ 𝐶𝐷𝐵𝑂µ +

µ

ω , ∗ 𝐶𝑂𝐷 + ω , ∗ 𝐶𝑃𝑇

+ ω , ∗ 𝐶𝑁𝐴𝑀𝑂𝑁 + ω , ∗ 𝐶𝑁𝐼𝑇𝑅𝐴  

 
Equações de restrição do modelo qualitativo 
 

Para a modelagem dos parâmetros de qualidade de água no reservatório r no mês t é realizado um 

balanço de massa mensal (Figura 6), considerando os mecanismos e as reações de conversão para cada 

elemento estudado, sendo o modelo hidráulico o de mistura completa, de acordo com a Equação utilizada 

por Larentis et al. (2008).  

. . . = (∑ C . xQ . + ∑ C . . xV . xK . . ) − (∑ Q′ . xC . . + ∑ C . . xV . xK′ . . ) 

Sendo Cc.r.t a concentração do constituinte c no reservatório; Vr.t o volume do reservatório; Qr.t a vazão 

(1) 

(4) 

(6) 

(3) 

(2) 

(5) 
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afluente ao reservatório; Cc.t a concentração do constituinte c na vazão afluente ao reservatório; Kc.r.t o 

coeficiente que representa a entrada de um constituinte c no reservatório r por meio de uma reação de 

conversão; Q’r.t a vazão defluente do reservatório ; K’c.r.t o coeficiente que representa a saída de um 

constituinte no reservatório r por meio de conversão, sedimentação ou outras formas. 

A concentração de um determinado parâmetro após a mistura instantânea em um nó s, durante o 

mês t, foi determinada a partir da média ponderada entre as vazões e as concentrações dos componentes 

que se misturam. Para os trechos do rio foi considerado o fluxo em pistão, sendo a modelagem específica de 

cada elemento no trecho c presente nas Equações 7 a 13. 

= (𝐾𝑑 + 𝐾𝑠 ) ∗ 𝐷𝐵𝑂  

= −𝐾𝑑 ∗ 𝐷𝐵𝑂 + 𝐾 ∗ (𝑂𝐷 − 𝑂𝐷 ) −  𝑅 ∗ 𝐾𝑎𝑛 ∗ 𝑁𝑎𝑚𝑜𝑛  

= −K ∗ N − K ∗ N  

 = K  ∗ N − K ∗ N  

= K ∗ N  

= −K ∗ P − K ∗ P  

= K ∗ P  

Sendo DBOc a concentração do parâmetro DBO; Kdc o coeficiente de decomposição da DBO; Ksc o 

coeficiente de sedimentação da matéria orgânica suspensa; ODr a concentração do parâmetro OD; ODsatc a 

concentração de saturação do OD; K2c o coeficiente de reaeração; Norgc é a concentração de nitrogênio 

orgânico; Koac é o coeficiente de conversão de nitrogênio orgânico a amônia; Ksoc é o coeficiente de remoção 

de nitrogênio orgânico por sedimentação; Namonc é a  concentração de nitrogênio amoniacal; Kanc é a 

coeficiente de conversão de amônia a nitrato; Ro2Namon é a relação entre consumo de oxigênio e oxidação da 

amônia (4,0 mgO2/L por mgNamon/L); Nitratoc é a concentração de nitrato. 

As Equações Diferenciais Ordinárias (EDOs), Equações 7 a 13, foram solucionadas a partir da 

utilização do método do fator integrante. Por meio da multiplicação das EDOs por uma determinada função, 

fator integrante, é possível obter uma solução analítica para as mesmas (ORTEGA et al., 2018). As respectivas 

equações foram linearizadas pela técnica conhecida por Aproximações Lineares (CIRILO, 2002), com base na 

seguinte expressão geral: 

∂ℎ (𝑋 )

∂𝑋
(𝑋 − 𝑋 ) = −ℎ (𝑋 )  

Em que X é um vetor com nj variáveis de decisão e hw(X) a w-ézima restrição de igualdade. Definidos 

os valores iniciais (X0), a otimização deve ser realizada até que o critério de convergência seja satisfeito 

(Equação 15). Sendo ℰj o limite de cálculo estabelecido para que a solução permaneça na região viável. 

𝑋 − 𝑋 ≤ ℰ  

 
 
 

(14) 

(15) 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

(11) 

(12) 

(13) 
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Área de estudo 
 

O sistema estudado integra os reservatórios ligados em série Engenheiro Ávidos, localizado no 

município de Cajazeiras-PB, e São Gonçalo, localizado no município de Sousa-PB, ambos inseridos em clima 

semiárido (entre as latitudes 6°50’ e 7°25’ Sul e entre as longitudes 38°10’ e 38°40’ Oeste). A Figura 1 

compreende o layout qualitativo do sistema, sendo consideradas as cargas domésticas e a contribuição da 

vazão do Projeto de Integração das Águas do Rio São Francisco (PISF), Eixo Norte. 

 

 
Figura 1: Layout qualitativo do sistema. 

 
O modelo de otimização foi aplicado em dois Cenários, no primeiro os efluentes domésticos foram 

lançados sem um tratamento prévio. Já no segundo Cenário proposto foi considerado um tratamento dos 

esgotos por meio de lagoas anaeróbias seguidas de facultativas, sistema compatível com a área de estudo, 

devido, por exemplo, a áreas disponíveis para a implantação das unidades de tratamento e condições 

climáticas favoráveis ao processo da biodegradação (ARTHUR, 1983). 

O período de operação do sistema foi de dez anos (120 meses), os dados de precipitação, 

evaporação, evapotranspiração para o cálculo das vazões afluentes nos reservatórios e nós, foram obtidos 

para os anos entre 2011 e 2020 e os volumes iniciais adotados para os reservatórios Engenheiro Ávidos e São 

Gonçalo foram os correspondentes a 50% da capacidade total. 

 
Dados para a modelagem da qualidade da água  
 

As informações e os dados da área de estudo utilizados para efetuar a otimização estão presentes 

no Quadro 1. 

 
Quadro 1: Dados e informações da área de estudo para a otimização qualitativa. 

Contribuição per capta para os efluentes (g.hab-1.dia-1) Sperling (2014). 

Vazões dos esgotos 
Determinadas a partir das vazões de abastecimento 

dos municípios 
Marco Regulatório (ANA,2018). 

Coeficiente de retorno de 0,80 Sperling (2014). 
Contribuições qualitativas das 

vazões afluentes 
Adotados de acordo com a Classe CONAMA Nº 357/2005. 

Classe do rio e reservatórios Adotada a classe 2 quando não se dispõe de 
informações necessária para o Enquadramento 

Resolução Nº 91/2008. 

Concentrações iniciais para os corpos hídricos (reservatórios e rios) Programa de Estímulo à Divulgação de Dados de 
Qualidade de Água – QUALIÁGUA. 

Concentração de saturação do 
oxigênio dissolvido nos corpos 

hídricos (ODsatt) 

Determinação da influência da temperatura1, 
altitude2 e salinidade1 

Popel (1979) e Qasim (1985) 
1 – QUALIÁGUA; 2 – Google Earth Pro. 

Coeficientes cinéticos de reação/ 
Correção em função da temperatura da água Sperling (2007) e Chapra (2008). 

Engenheiro Ávidos: Volumes máximo e mínimo – 293,60 e 40,60 hm³ Notas técnicas Nº 73/2018/SGH – ANA e 
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São Gonçalo: Volumes máximo e mínimo – 29,90 e 2,04 hm³ Nº 001/ 2019 – AESA 

Vazões afluentes aos 
reservatórios e ao nó do 

sistema 

Calculadas pelo modelo do tipo chuva-vazão SMAP 
mensal, com parâmetros obtidos já calibrados junto à 

estação fluviométrica de Piancó (37340000). 
ANA (2016) 

Os dados de precipitação foram obtidos de postos 
pluviométricos próximos as áreas de interesse 

Postos pluviométricos: Fazenda Timbaúba, 
Engenheiro Ávidos, São Gonçalo, Bonito de Santa 

Fé, Serra Grande, São José de Piranhas, Cajazeiras e 
Aguiar 

A evapotranspiração foi proveniente do banco de 
dados da Organização das Nações Unidades para a 

Alimentação e Agricultura – FAOCLIM 
Estação climatológica de São Gonçalo 

 
Verificação da representatividade da modelagem em relação à área de estudo e critérios operacionais 

 
A representatividade dos procedimentos de modelagem para com o sistema estudado foi avaliada a 

partir de uma simulação com os dados de entrada da área de estudo, cujos resultados foram comparados 

com os dados qualitativos dos corpos hídricos fornecidos pela ANA (2016), entre 2004 e 2011, por meio do 

cálculo do erro relativo, conforme presente na Equação 16. Os dados de qualidade de água referem-se a 

DBO, OD, nitrogênio amoniacal e fósforo total. Sendo CMvari a concentração da variável i medida e CSvari a 

concentração da variável i obtida por meio da simulação matemática. 

𝐸𝑅 =
𝐶𝑀𝑣𝑎𝑟 − 𝐶𝑆𝑣𝑎𝑟

𝐶𝑀𝑣𝑎𝑟
∗ 100 

 
RESULTADOS E DISCUSSÃO 
 

Na Figura 2 (A e B) estão os volumes dos reservatórios nos dois Cenários. Os reservatórios 

permaneceram grande parte do tempo com volumes armazenados superiores à metade de suas capacidades 

totais, resultados que podem ser justificados pela não consideração do abastecimento urbano. Além do mais, 

níveis elevados de água nos reservatórios implicam em maior capacidade de diluir os efluentes lançados, 

fazendo com que as concentrações dos parâmetros como nitrogênio, fósforo e DBO permaneçam em níveis 

mais baixos. 

 
Figura 2: Volume dos reservatórios Engenheiro Ávidos (A) e São Gonçalo (B) para o período otimizado. 

 
As concentrações de DBO e de OD para os reservatórios e o nó, nos dois Cenários, podem ser 

visualizadas na Figura 3 (A, B, C, D, E e F), com valores dentro dos limites definidos pela legislação. Além da 

ausência de demandas a serem atendidas, que poderiam reduzir os níveis dos reservatórios, Engenheiro 

Ávidos possui maior capacidade de armazenamento e a ele é computada apenas uma carga de efluente, o 

que favorece a conversão do material orgânico sem reduzir significativamente as concentrações de OD, 
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e 
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inclusive quando efluentes brutos são lançados (Cenário 1).  

Mesmo sendo de menor capacidade de armazenamento e estando sujeito à maior carga de 

efluentes, o reservatório São Gonçalo possui dependência da contribuição proveniente do reservatório 

Engenheiro Ávidos, este, por sua vez, conduziu vazões que auxiliaram na diluição dos efluentes em seções a 

jusante.  

O nó considerado no sistema é um ponto crítico, já que ocorre a mistura entre o rio e demais 

contribuições. Em todos os 120 meses, o atendimento às demandas qualitativas não falhou, desta forma, é 

possível afirmar que em todo o trajeto do segundo trecho do rio Piranhas, até a entrada no reservatório São 

Gonçalo, os valores respeitaram os limites definidos pelo CONAMA, já que não são inseridas novas cargas até 

o reservatório São Gonçalo. 

 

 
Figura 3: Concentrações de DBO e OD para os reservatórios e o nó do sistema. 

 
Em elevadas concentrações, a amônia e o nitrato podem apresentar caráter tóxico para os 

organismos aquáticos (JONH et al., 2020), além de estarem diretamente relacionados ao processo de 

eutrofização cultural, que, em estágios mais avançados, pode comprometer os recursos hídricos (SHAFIEI, 

2020). As concentrações das formas nitrogenadas para os reservatórios e o nó, nos dois Cenários, encontram-

se na Figura 4 (A, B, C, D, E, F, G, H, I, J, K e L). Os níveis de nitrogênio amoniacal e de nitrato permaneceram 

abaixo dos limites estabelecidos pelo CONAMA para águas de classe 2. 

Segundo Musungu et al. (2013), sistemas convencionais de lagoas de estabilização geralmente 

possuem baixa eficiência na remoção de nutrientes. Assim, a rotina de otimização, para proporcionar 

adequação também dos níveis de nitrogênio e fósforo, elevou o volume dos reservatórios para que a 

capacidade de assimilação dos corpos hídricos aumentasse, fato este que pode justificar volumes similares 

dos reservatórios nos dois Cenários (Figura 2). 

Reservatórios de montante têm grande importância no controle qualitativo dos corpos hídricos a 

jusante, permitindo a condução de vazões para que ocorra diluição de efluentes (ALAE et al., 2020; SOKOLOV, 

2018). Como uma das vazões de entrada no nó é proveniente do reservatório de montante Engenheiro 

Ávidos, as contribuições do mesmo favoreceram a melhor qualidade das águas nos trechos do rio Piranhas. 
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Figura 4: Concentrações das formas nitrogenadas para os reservatórios e o nó do sistema. 

 
Assim como para os demais parâmetros estudados, os limites de fósforo total nos reservatórios e nó 

também foram mantidos em valores aceitáveis pela legislação, conforme presente na Figura 5 (A, B, C, D, E, 

F, G, H e I). O fósforo geralmente é o fator limitante quando o processo de eutrofização está sendo estudado 

em ambientes lênticos (KUMAR et al., 2019), desta forma, a otimização qualitativa pôde estabelecer 

condições em que as concentrações de todos os parâmetros avaliados permanecessem em níveis aceitáveis 

nos reservatórios.  

As contribuições das vazões do reservatório Engenheiro Ávidos permitiram que, em nenhum mês, 

fossem observadas ausência de vazões no leito do rio, auxiliando na diluição dos efluentes em todos os meses 

de operação do sistema. No entanto, Segundo Albuquerque et al., (2019) e López et al., (2020), rios 

intermitentes, o que muitas vezes é a realidade do rio Piranhas, estão mais vulneráveis à ação antrópica, já 

que em períodos de seca ou consumo total das disponibilidades hídricas não haverá diluição dos efluentes. 

 
Representatividade do modelo para a área de estudo 
 

Os resultados da determinação dos erros relativos para os parâmetros de qualidade de água 

estudados estão presentes na Tabela 1, na forma de valores médios e máximos. Em termos médios, os erros 

relativos calculados permaneceram abaixo de 9%, resultados que evidenciam a representatividade e 
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aplicabilidade da metodologia proposta na Área de Estudo, uma vez que as concentrações determinadas 

foram próximas aos valores medidos. 

 
Figura 5: Concentrações das formas fosfatadas para os reservatórios e nó no trecho do rio Piranhas. 

 
Tabela 1: Valores médios e máximos para o erro relativo correspondente às concentrações de nitrogênio e fósforo dos 
reservatórios. 

Parâmetro Reservatório Erro médio (%) Erro máximo (%) 
DBO Engenheiro Ávidos 2,41 7,05 

São Gonçalo 3,12 6,35 
OD Engenheiro Ávidos 4,41 8,35 

São Gonçalo 6,00 8,74 
Nitrogênio Amoniacal Engenheiro Ávidos 3,22 5,98 

São Gonçalo 1,47 4,72 
Fosforo Total Engenheiro Ávidos 3,60 7,81 

São Gonçalo 5,37 8,52 

 
CONSIDERAÇÕES FINAIS  
 

A partir da otimização no sistema de Recursos hídricos estudado, foi observado que durante todo o 

período de operação as concentrações dos parâmetros de qualidade de água mantiveram-se em níveis 

acetáveis para a classe 2, nos dois Cenários, incluindo o reservatório São Gonçalo, que possui menor 

capacidade de armazenamento e mais cargas de efluentes sendo lançadas diretamente ou indiretamente. 

A representatividade da metodologia para com a área de estudo também pôde ser verificada, com 

concentrações calculadas próximas às medidas nos corpos hídricos, o que torna efetiva a aplicabilidade da 

rotina de cálculo no sistema de recursos hídricos, podendo auxiliar, desta forma, no suporte à tomada de 

decisões. Agradecimentos à Fundação de Apoio à Pesquisa do Estado da Paraíba - FAPESQ, pelo apoio 

financeiro fornecido ao primeiro autor. 
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